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1  ÚVOD 
V současnosti jsou v technické praxi čím dál častěji používány vícefázové  
a složené materiály s cílem snížit výrobní náklady při zachování nebo zlepšení 
funkčních vlastností finálních výrobků. Příkladem může být kombinace dvou a více 
materiálů použitých jako ochranné vrstvy s odlišnými vlastnostmi od základního 
materiálu. Tím lze získat lepší mechanické vlastnosti, vyšší vodivost, odolnost proti 
otěru, chemickou a tepelnou odolnost základního materiálu [16, 30].  
Studium vícevrstvých prostředí bude v této práci zaměřeno zejména na polymerní 
vrstevnaté kompozity. Příkladem vrstevnatých polymerních materiálů mohou být 
vícevrstvé polymerní trubky [9, 14, 43], kde použitím vnější a vnitřní ochranné 
vrstvy lze zlepšit mechanické vlastnosti a zejména odolnost proti poškození.  
Abychom byli schopni predikovat životnost potrubí, a to buď v průběhu jeho 
provozu, nebo již při návrhu, používá se běžně tlakový test [5]. Jeho nevýhodou je 
extrémně dlouhá doba nutná pro testování, zejména u pokročilých polymerních 
materiálů. Proto byly vyvinuty zrychlené testy jako Pensylvania Endge-Notch Test 
(PENT) [20], Full Notch Creep Test (FNCT) [21] nebo Crack Round Bar test (CRB) 
[36]. Nevýhodou těchto testů je možnost posoudit životnost pouze kvalitativně, 
nikoli kvantitativně. V poslední době se používají data z těchto testů v kombinaci  
s numerickou simulací šíření creepové trhliny pro kvantitativní odhad životnosti  
[11, 37, III]. Právě využití creepových dat na stanovení životnosti polymerního 
potrubí bude obsahem i této práce. Potřebné zkrácené creepové experimenty je 
nutno provést pro všechny materiály, které vícevrstvý kompozit obsahuje. 
Charakteristické materiálové vlastnosti byly získány díky spolupráci s  Polymer 
Institute Brno a Polymer Competence Centre Leoben.  
Cílem předložené práce je studium porušování vícevrstvých polymerních 
materiálů z HDPE za pomocí numerických simulací na bázi metody konečných 
prvků s aplikací na vícevrstvé polymerní trubky. Tato studie je tedy zaměřena 
zejména na popis šíření creepové trhliny v blízkosti materiálového rozhraní  
a následný popis přechodu trhliny přes toto rozhraní. Vzhledem ke spektru 
provozního zatížení lze použít přístupy lineárně elastické lomové mechaniky 
(LELM) a na jejich základě stanovit tvar šířící se creepové trhliny, určit okamžik 
přechodu trhliny přes rozhraní dvou polymerních materiálů, stanovit podmínky 
vedoucí k nestabilnímu růstu trhliny a v neposlední řadě predikovat zbytkovou 
životnost vícevrstvých trubek. Problematice šíření trhliny v prostředí složeného  
z více polymerních fází, kterému je věnována tato práce, nebyla doposud věnována 
velká pozornost a není v literatuře plně popsán. Výsledky této práce budou mít 
platnost nejen pro konkrétní polymerní materiály uvedené v práci, ale uvedený 
postup lze zobecnit a aplikovat na další materiály s podobnými vlastnostmi. 
 
2  LINEÁRNĚ ELASTICKÁ LOMOVÁ MECHANIKA 
Popisem pole napětí v okolí vrcholu trhliny a jejím chováním se zabývá lomová 
mechanika, která vychází z mechaniky kontinua a využívá klasickou teorii 
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pružnosti. V případě, že u tělesa předpokládáme platnost Hookova zákona, tedy 
lineárně-elastickou odezvu materiálu, lze pro popis pole napětí použít LELM  
[1, 26, 42]. Popis pomocí LELM je omezen malou plastickou deformací před čelem 
trhliny, resp. rozměr plastické zóny v okolí vrcholu trhliny musí být mnohem menší 
než délka trhliny nebo charakteristický rozměr tělesa. Jestliže velikost plastické 
zóny nesplňuje tuto podmínku, je nutné použít přístupu elasto-plastické lomové 
mechaniky (EPLM). 
V případě trhliny s vrcholem na materiálovém rozhraní, je nutno tento přístup 
zobecnit a použít přístupu zobecněné lineárně elastické lomové mechaniky  
[22, 28, 32]. Pro zobecnění těchto postupů je nezbytné stanovení exponentu 
singularity napětí a hodnoty zobecněného součinitele intenzity napětí. Popisem pole 
napětí pro trhlinu s vrcholem na rozhraní dvou elastických materiálů se v minulosti 
zabývali např. [3, 4, 7, 8]. 
Při zatěžování vrstevnatého materiálu dochází typicky k postupnému šíření trhliny 
směrem z místa její iniciace v blízkosti povrchu směrem k materiálovému rozhraní, 
následnému růstu podél rozhraní a růstu přes materiálové rozhraní. Postupný růst 
trhliny, kdy vlivem existence materiálového rozhraní dochází ke změně jejího tvaru, 
je schematicky znázorněn na obr. č. 1. 
 
Obr. 1 Vliv existence materiálového rozhraní na růst povrchové trhliny u 
vícevrstvého tělesa 
V celém rozsahu práce se zabýváme specifickým zatěžováním polymerního 
materiálu, kdy dochází k porušení vlivem pomalého šíření creepové trhliny. V tomto 
speciálním případě je ve shodě s publikovanou literaturou zabývající se porušením 
polymerních materiálů využita lineárně elastická lomová mechanika k popisu 
chování trhliny [12, 19, 35, 39]. Proto se předpokládají jednotlivé materiály 
vícevrstvého tělesa elastické, izotropní, charakterizované elastickými materiálovými 
konstantami (modulem pružnosti v tahu E a Poissonovým číslem ν). Změnu 
materiálových vlastností přes rozhraní (elastic mismatch) lze charakterizovat 
poměrem modulů pružnosti jednotlivých materiálů E1/E2 za předpokladu totožného 
nebo velmi podobného Poissonova čísla jednotlivých materiálů. Vzhledem  
k existenci materiálového rozhraní je nutné popis růstu trhliny pomocí LELM 
rozdělit do několika fází: 
a) trhlina s vrcholem v homogenním materiálu v dostatečné vzdálenosti od 
materiálového rozhraní  
b) trhlina s vrcholem v blízkosti materiálového rozhraní 
c) trhlina s vrcholem na materiálovém rozhraní  
d) trhlina po průchodu materiálovým rozhraním. 
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Trhlina v materiálu (reprezentována jako geometrická nespojitost) je koncentrátor 
napětí, v jehož okolí má rozdělení napětí σij vzhledem ke vzdálenosti od vrcholu 
trhliny r singulární charakter. Singulární rozdělení napětí vzhledem ke  






Exponent singularity napětí p může obecně nabývat komplexních hodnot, kde 
reálná část hodnot leží v intervalu (0;1). Pole napětí může být charakterizováno  
i větším počtem singulárních členů. Obecným singulárním koncentrátorem napětí 
může být studovaná trhlina s vrcholem na materiálovém rozhraní, V-vrub,  
bi-materiálový vrub, trhlina ležící v rozhraní materiálu atd. V případě vícevrstvých 
struktur závisí skutečná hodnota p a počet singularit na elastických konstantách 
obou materiálů, stejně jako na orientaci trhliny vzhledem k materiálovému rozhraní 
[3, 29]. Poznamenejme, že ostrá trhlina v homogenním tělese je speciálním 
případem obecného koncentrátoru napětí s exponentem singularity napětí  
p = 0,5 [44]. 
 
2.1 VRCHOL TRHLINY NACHÁZEJÍCÍ SE V HOMOGENNÍM 
MATERIÁLU V DOSTATEČNÉ VZDÁLENOSTI OD 
MATERIÁLOVÉHO ROZHRANÍ 
V tomto případě lze na základě Williamsova rozvoje jednotlivé složky tenzoru 
napětí σij v okolí vrcholu trhliny popsat následujícím vztahem [1]: 
 





















,  (2) 
kde r, θ jsou polární souřadnice s počátkem ve vrcholu trhliny, K je tzv. součinitel 
intenzity napětí a fij je bezrozměrná funkce úhlu θ. Pro vyšší členy rozvoje parametr 
Am představuje amplitudu a gij(m) je bezrozměrná funkce úhlu θ m-tého členu.  
V blízkosti vrcholu trhliny, pro r → 0 , je první člen rozvoje nejvýznamnější, a proto 
se často ostatní členy při popisu napjatosti v okolí kořene trhliny zanedbávají. Podle 
způsobu zatížení tělesa s trhlinou rozlišujeme tři základní, vzájemně nezávislé 
zatěžovací módy, kterým přísluší patřičné součinitele intenzity napětí  
KI, KII, KIII  – otevírací (I), rovinný smyk (II) a antirovinný smyk (III), viz obr. 2. 
 
2.2 VRCHOL TRHLINY V BLÍZKOSTI BI-MATERIÁLOVÉHO 
ROZHRANÍ 
Jestliže se vrchol trhliny dostane do blízkosti materiálového rozhraní, dochází  
k ovlivnění napjatosti v okolí vrcholu trhliny skokovou změnou materiálových 
vlastností. Pro tento případ konfigurace trhliny lze vztah pro pole napětí formálně 









λδσ ,  (3) 
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kde δ je vzdálenost vrcholu trhliny od materiálového rozhraní a λ je vlastní číslo. 
Pro případ, kdy je vrchol trhliny na materiálovém rozhraní, lze vlastní číslo λ určit  
z charakteristické rovnice, viz dále. 
 
Obr. 2 Zatěžovací módy tělesa s trhlinou 
 
2.3 VRCHOL TRHLINY NA MATERIÁLOVÉM ROZHRANÍ 
Jestliže vrchol trhliny dosáhne materiálového rozhraní (p ≠ 0,5), hovoříme o této 
konfiguraci jako o obecném koncentrátoru napětí. Pro popis pole napětí u trhliny  
s vrcholem na materiálovém rozhraní nelze použít klasický přístup LELM, ale je 
možné tento přístup zobecnit [22, 28, 32]. Obecné koncentrátory napětí lze popsat 
pomocí zobecněné lomové mechaniky, např. parametrem zvaným zobecněný 
součinitel intenzity napětí H. Pole napětí v okolí trhliny obecně orientované pod 
úhlem ϕ vzhledem k materiálovému rozhraní a s vrcholem na tomto rozhraní lze 
popsat následujícím vztahem [33]: 

















.  (4) 
Ze vztahu (4) vyplývá, že u obecného koncentrátoru napětí, resp. u trhliny obecně 
orientované k materiálovému rozhraní existují dva reálné exponenty singularity 
napětí p1, p2. Každému exponentu singularity napětí odpovídá zobecněný součinitel 
intenzity napětí H1, resp. H2, které v sobě zahrnují oba zatěžovací módy (otevírací  
a smykový). Ve vztahu (4) jsou r, θ polární souřadnice s počátkem ve vrcholu 
trhliny, fij je známá funkce, αD, βD jsou Dundursovy parametry [6], které jsou funkcí 
elastických konstant obou materiálů. Pokud se omezíme pouze na trhlinu 
orientovanou kolmo k tomuto rozhraní (ϕ = 90°) existuje pouze jeden exponent 









ijpij = , (5) 
kde α a β jsou kompozitní parametry, jejichž definice není shodná s parametry 
definovanými v [6], a význam ostatních členů je totožný s předchozím vztahem.  
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Hodnotu exponentu singularity napětí p lze určit ze známé hodnoty λ pomocí 
vztahu: 
 p = 1 – λ,   (6) 
kde vlastní číslo λ získáme pro trhlinu orientovanou kolmo k materiálovému 
rozhraní řešením charakteristické rovnice ve tvaru [27, 32]: ( ) ( ) ( ) 0cos2222122244 2222 =+−+−++−+−++− λpiβααβαβααβααβαλ , (7) 
kde α, β jsou kompozitní parametry: 
 





















































 pro rovinnou deformaci.  (9) 
 
Vztah pro pole napětí v okolí vrcholu trhliny kolmé k rozhraní a s vrcholem 
ležícím na rozhraní dvou elastických materiálů (5) lze pro jednotlivé složky tenzoru 
napětí [10, 32] rozepsat následovně: 
 




















































kde pro materiál M1 je: 
 
( ) ( )[ ]( )λ
λpiααλαβλ
D
f R cos21 −++=  (11) 
 
( ) ( )[ ]( )λ
λpiααλβλ
D
f I sin2 −−=  (12) 
 

















( ) ( ) 2222 4cos2221 λαλpiααααλ −+−++=D
 (15) 
a pro materiál M2: 
 
0,1 === IIR gff  (16) 
 









Z uvedených vztahů vyplývá, že pole napětí v okolí trhliny s vrcholem na 
materiálovém rozhraní je závislé na hodnotě exponentu singularity napětí p, na 
elastických materiálových konstantách obou materiálů a polárních souřadnicích. 
Toto pole lze pro zatěžující mód I charakterizovat pomocí jednoho  
parametru - zobecněného součinitele intenzity napětí HI. Obdobně tomu je v případě 
trhliny v homogenním tělese, kde lze pole napětí popsat pomocí součinitele intenzity 
napětí KI. Na tomto místě je nutné podotknout rozdílnost jednotek součinitele 
intenzity napětí KI [MPa m1/2] a zobecněného součinitele intenzity  
napětí HI [MPa mp]. Proto je přímá aplikace známých materiálových charakteristik 
obtížná a je třeba definovat vhodné kriterium stability trhliny [23]. Je zřejmé, že při 
aplikaci přístupu zobecněné lomové mechaniky na trhlinu v homogenním tělese, kde 
p = 0,5 hodnota zobecněného součinitele intenzity napětí přejde v hodnotu 
součinitele intenzity napětí, KI = HI. 
 
2.4 TRHLINA PO PRŮCHODU MATERIÁLOVÝM ROZHRANÍM 
Jestliže trhlina projde skrze materiálové rozhraní, lze následně použít již dříve 
uvedených vztahů pro popis pole napětí v okolí jejího vrcholu. Exponent singularity 
napětí p je roven 0,5 a při popisu pole napětí v okolí vrcholu trhliny lze postupovat 
analogicky jako v případě kapitoly 2.1. 
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3  FORMULACE PROBLÉMU A CÍLŮ PRÁCE 
Rostoucí výskyt vícevrstvých konstrukcí si žádá nový komplexní popis 
mechanismu jejich porušení, který vezme do úvahy i šíření trhliny přes materiálové 
rozhraní. Tato problematika je nosným tématem předložené práce. Pro přesný odhad 
vlivu rozhraní je třeba studovat jak chování trhliny blížící se k materiálovému 
rozhraní, tak i samotné šíření trhliny přes bi-materiálové rozhraní. K těmto účelům 
je nezbytné zobecnění klasických přístupů lomové mechaniky pro popis obecného 
koncentrátoru napětí, jakým je trhlina na rozhraní dvou různých materiálů. Výsledky 
této obecné metodologie budou aplikovány na případ vícevrstvých polymerních 
trubek. Cíle práce lze shrnout do následujících bodů: 
- S využitím metody konečných prvků navrhnout a vytvořit relevantní 
numerický model vícevrstvé struktury, který bude umožňovat stanovení 
součinitele intenzity napětí podél čela trhliny v homogenním materiálu  
a stanovení zobecněného součinitele intenzity napětí pro trhlinu s vrcholem 
na bimateriálovém rozhraní.  
- Pro trhlinu šířící se z počátečního defektu na povrchu tělesa pomocí 3D 
numerického modelu odhadnout tvar šířící se trhliny a vliv existence 
materiálového rozhraní na hodnotu součinitele intenzity napětí, respektive 
na residuální zbytkovou životnost. 
- Pro trhlinu s vrcholem, resp. čelem na rozhraní dvou polymerních materiálů 
definovat vhodné kriterium stability pro šíření trhliny přes rozhraní. Pro 
trhlinu zakotvenou na rozhraní popsat její další šíření podél rozhraní. 
- Na základě navržené metodologie kvantifikovat vliv polymerního rozhraní 
na šíření trhliny. Definovat případy kdy je tento vliv významný, a vyslovit 
doporučení vedoucí ke zvýšení životnosti vrstevnatých polymerních 
materiálů (zejména v aplikaci na vícevrstvé polymerní trubky). 
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4  POSTUP ŘEŠENÍ A VYBRANÉ DOSAŽENÉ VÝSLEDKY 
V celé práci se předpokládá splnění podmínek použitelnosti lineárně elastické 
lomové mechaniky. Tato podmínka je pro polymery platná díky specifickému 
provoznímu zatížení polymerních potrubí a mechanismu poškození odpovídající 
pomalému šíření trhliny (SCG) [15, 18]. Materiály jednotlivých vrstev jsou 
předpokládány izotropní a homogenní. Předpokládá se ideální adheze mezi 
materiály jednotlivých vrstev a skoková změna materiálových vlastností při 
přechodu přes rozhraní dvou materiálů. Na povrchu vícevrstvého tělesa se 
předpokládá existence defektu typu trhlina, která se vlivem dalšího zatěžování šíří 
tímto tělesem. V případě trhliny s vrcholem na materiálovém rozhraní se v celé 
práci, pokud není uvedeno jinak, předpokládají líce trhliny orientované kolmo  
k materiálovému rozhraní. 
 
4.1 POROVNÁNÍ NEBEZPEČNOSTI EXISTENCE VNĚJŠÍ A VNITŘNÍ 
TRHLINY V POLYMERNÍM POTRUBÍ 
V práci [V] byly pro třívrstvé polymerní potrubí (Wawin TSØ110 SDR 11: vnější 
průměr D = 110 mm, celková tloušťka stěny w = 10 mm, tloušťka vnitřní  
a vnější ochranné vrstvy t1 = 2,5 mm, tloušťka základního materiálu t2 = 5 mm) 
vytvořeny dvojdimenzionální numerické modely simulující šíření trhliny  
v jednotlivých vrstvách potrubí a vykreslení K-kalibrační křivky (závislost 
součinitele intenzity napětí KI na hloubce trhliny a/w) pro dvě odlišné polohy trhlin 
(vnější, vnitřní). Lineárně elastické materiálové vlastnosti jednotlivých vrstev byly 
dány moduly pružnosti v tahu jednotlivých vrstev E1 a E2 a Poissonovými čísly ν1  
a ν2 materiálu polymerního potrubí tak, jak jsou definovány v tab.1. 
 
Tab. 1 Kombinace materiálových vlastností použitých pro numerické simulace 
E1 [MPa] E2 [MPa] ν1 = ν2  [-] E1/E2 [-] 
828 1213 0,35 0,68 
910 1213 0,35 0,75 
983 1213 0,35 0,81 
1213 1213 0,35 1 
 
Z výsledků K-kalibračních křivek, viz obr. 3, získaných pomocí 
dvojdimenzionálního numerického modelu porušeného potrubí za podmínky rovinné 
deformace, viz obr. 4(a), lze vyvodit obecný závěr, že porušení na vnější straně 
potrubí je z pohledu životnosti méně nebezpečné, než existence stejně hluboké 
trhliny na vnitřní straně potrubí. Modelovaná trhlina v potrubí pomocí 2D 
numerického modelu za podmínky rovinné deformace předpokládá existenci trhliny 
hloubky a v celé délce potrubí. 
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Obr. 3 Hodnoty součinitele intenzity napětí v závislosti na hloubce trhliny pro 
vnější (1-4) a vnitřní (5) trhlinu u 2D numerického modelu potrubí 
 
V pracích [V, VII] byl na základě 2D a 3D numerického modelu třívrstvého 
polymerního potrubí s vnitřní trhlinou studován růst trhliny z vnitřního povrchu 
potrubí směrem k materiálovému rozhraní a po průchodu materiálovým rozhraním. 
U 3D numerického modelu s poloeliptickou, axiálně orientovanou trhlinou byl pro 
každou hloubku trhliny předpokládán konstantní poměr eliptického čela trhliny 
b/a = 1,2. Dvojdimenzionální a prostorový numerický model potrubí, na kterém 
probíhaly simulace, je zobrazen na obr. 4. 
K-kalibrační křivky pro homogenní trubku a pro třívrstvou trubku  
s materiálovými vlastnostmi odpovídající E1/E2 = 0,68 jsou zobrazeny na obr. 5. 
Výsledky získané na homogenní trubce vykazovaly dobrou shodu s řešením 
popsaném v handbooku pro hodnoty součinitele intenzity napětí [31], čímž byly 
výsledky získané pomocí metody konečných prvků a pomocí výše popsané 
metodiky ověřeny. Při porovnání výsledků homogenního a vícevrstvého potrubí 
získaných na 2D a 3D numerických modelech pro vnitřní trhlinu je patrné, že 
získané hodnoty součinitele intenzity napětí z 2D numerického modelu (předpoklad 
nekonečné trhliny v axiálním směru) jsou podstatně vyšší než hodnoty získané z 3D 
numerického modelu (předpoklad poloeliptické trhliny). Na základě tohoto výsledku 
je možno vyslovit závěr, že odhad životnosti pomocí hodnot součinitele intenzity 
napětí z 2D numerického modelu je silně konzervativní a pro přesnější odhad je 





                                    (a)                                                                  (b) 
Obr. 4 Parametry numerického modelu a roviny symetrie u dvojdimenzionálního (a) 
a trojdimenzionálního (b) numerického modelu potrubí s trhlinou 
 
Obr. 5 Porovnání výsledků získaných na 2D a 3D numerickém modelu potrubí  
s vnitřní trhlinou 
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4.2 TRHLINA S VRCHOLEM NA MATERIÁLOVÉM ROZHRANÍ 
V případě trhliny s vrcholem na materiálovém rozhraní a kolmé k materiálovému 
rozhraní je nejdříve nutné stanovit kompozitní parametry (8) nebo (9) a následně 
pomocí vlastního čísla λ získat ze vztahu (6) hodnotu exponentu singularity napětí. 
U trhliny kolmé k materiálovému rozhraní existuje pro vlastního čísla λ a pro danou 
kombinaci E1, E2 a ν1, ν2 pouze jedno řešení vztahu (7). Při znalosti materiálových 
vlastností jednotlivých vrstev a exponentu singularity napětí z výše uvedeného 
postupu lze hodnotu zobecněného součinitele intenzity napětí pro trhlinu s vrcholem 
na materiálovém rozhraní nalézt pomocí přímé metody analogicky stejně jako  
v případě trhliny s vrcholem v homogenním materiálu. Pro trhlinu kolmou  
k materiálovému rozhraní zatíženou v módu I lze vztah (10) pro otevírací napětí ve 
směru šíření trhliny, tj. pro θ = 0 napsat v následující podobě: 
 








σθσθθ  , (18) 
kde význam jednotlivých členů je uveden výše v textu. Porovnáním analytického 
a numerického řešení je získána závislost HI* na vzdálenosti od vrcholu trhliny r. 
Extrapolací hodnot HI* do vrcholu trhliny (r → 0) s výjimkou bodů v blízkosti 
vrcholu trhliny obdržíme hodnotu zobecněného součinitele intenzity napětí HI. Tuto 
hodnotu není vzhledem k odlišnosti jednotek možné porovnat s běžně měřenými 
lomovými materiálovými charakteristikami, např. prahovou hodnotou součinitele 
intenzity napětí Kth či lomovou houževnatostí KIC. Ke stanovení podmínky dalšího 
růstu trhliny je nutné aplikovat kritérium stability trhliny pro trhlinu s vrcholem na 
materiálovém rozhraní. 
 
4.2.1 Kritérium stability trhliny s vrcholem na materiálovém rozhraní 
Na základě kritérií stability lze rozhodnout, zda se trhlina ve vícevrstvé konstrukci 
s vrcholem na materiálovém rozhraní bude dále šířit. V případě, kdy se trhlina šíří, 
umožňují kritéria rozhodnout, zda je její šíření stabilní či nestabilní, a dále lze při 
stabilním šíření pomocí výsledků z numerických metod predikovat směr dalšího 
růstu čela trhliny. 
Pro trhlinu s vrcholem na materiálovém rozhraní lze formulovat kritéria stability 
na základě různých přístupů, např. kritérium založené na faktoru hustoty deformační 
energie [32], kritérium středního napětí [33] a kritérium otevření líců trhliny [1]. 
Všechna uvedená kritéria byla odvozena za předpokladu stejného mechanismu šíření 
trhliny v případě bi-materiálové tělesa s trhlinou i v případě trhliny v homogenním 
tělese, např. [25]. S ohledem na získané výsledky v práci [IX] bude pro další 
analýzy využito kritérium založené na faktoru hustoty deformační energie a to proto, 
že pomocí tohoto kritéria jsou získány konzervativnější výsledky v případě poměru 





Kriterium založené na faktoru hustoty deformační energie  
Pro trhlinu v homogenním materiálu byl faktor hustoty deformační energie 
odvozen Sihem [40, 41]. Za předpokladu, že v okamžiku šíření trhliny jsou si rovny 
kritické hodnoty zobecněného faktoru hustoty deformační energie jak  
v homogenním případě, tak i v případě trhliny s vrcholem na materiálovém rozhraní, 
lze mezi těmito veličinami nalézt vzájemnou relaci ve tvaru [32]: 



























kde p je exponent singularity napětí, ν2 je Poissonovo číslo materiálu M2, gr je 
známá funkce, d je délkový parametr. Uvedeným vztahem lze nalézt vzájemnou 
relaci mezi kritickým lomovým parametrem u homogenní konstrukce a kritickým 
lomovým parametrem vícevrstvé konstrukce s trhlinou kolmou k materiálovému 
rozhraní a s vrcholem na rozhraní materiálů. 
Z uvedeného kritéria stability lze vyjádřit tzv. efektivní součinitel intenzity napětí 
Keff, kterým lze popsat pole napětí před čelem trhliny u trhliny s vrcholem na 
materiálovém rozhraní. Při použití kritéria stability založeném na faktoru hustoty 
deformační energie lze ze vztahu (19) vyjádřit vztah pro Keff v následující podobě: 
 





























 . (20) 
Vzhledem k tomu, že efektivní součinitel intenzity napětí má jednotku MPa m1/2, 
která je totožná s jednotkou součinitele intenzity napětí pro trhlinu v homogenním 
tělese, je možné hodnotu Keff porovnat s materiálovou charakteristikou měřenou na 
homogenním tělese a stanovit, zda dojde či nedojde k růstu trhliny přes materiálové 
rozhraní. 
 
4.2.2 Vliv materiálového rozhraní na hodnotu součinitele intenzity napětí 
Práce [V, VII] se dále zabývaly vlivem existence materiálového rozhraní na 
hodnotu součinitele intenzity napětí pro vnitřní trhlinu s vrcholem před 
materiálovým rozhraním, na efektivní hodnotu součinitele intenzity napětí pro 
trhlinu na materiálovém rozhraní a na hodnotu součinitele intenzity napětí pro 
vrchol trhliny po průchodu materiálovým rozhraním. Chování trhliny v blízkosti 
materiálového rozhraní bylo sledováno pomocí 3D numerického modelu potrubí. 
Získané výsledky součinitele intenzity napětí (pro čelo trhliny v homogenním 
materiálu) a efektivních hodnot součinitele intenzity napětí (pro trhlinu s vrcholem 
na materiálovém rozhraní) byly vztaženy k hodnotě součinitele intenzity napětí pro 
totožnou hloubku trhliny u homogenní trubky KIhom. Získaná závislost K/KIhom na 
hloubce trhliny a/w je zobrazená na obr. 6. Prezentovaný graf ukazuje porovnání 
součinitelů intenzity napětí pro různé hloubky trhlin a poměry modulů pružnosti v 




Obr. 6 Vliv materiálového rozhraní na hodnotu lomového parametru ve vrcholu 
trhliny, kde K na svislé ose reprezentuje KI, respektive Keff  
 
Z výsledků je patrné, že při šíření trhliny v poddajnější ochranné vrstvě vzhledem 
k základnímu materiálu dosahuje součinitel intenzity napětí v porovnání s trhlinou  
v homogenním potrubí výrazně nižších hodnot. Rozdíl výsledků použitých 
materiálových vlastností vícevrstvého potrubí vzhledem k potrubí z homogenního 
materiálu dosahuje až 20%. Limitně mohou hodnoty součinitele intenzity napětí  
u vrcholu trhliny v těsné blízkosti materiálového rozhraní dosáhnout nulové hodnoty 
[30, 38]. Při materiálové konfiguraci jednotlivých vrstev potrubí E1/E2 < 1 lze 
sledovat pozitivní efekt vlivu materiálového rozhraní na hodnotu součinitele 
intenzity napětí pro trhliny do hloubky a/w = 0,25 (materiálové rozhraní). 
 
4.2.3 Trhlina zakotvená na materiálovém rozhraní 
Růst trhliny zakotvené na materiálovém rozhraní je schématicky znázorněn na 
obr. 7. Věnujme opět pozornost výsledkům na obr. 6, kde vypočítané hodnoty 
efektivního součinitele intenzity napětí Keff pomocí kritéria odvozeného na základě 
faktoru hustoty deformační energie pro trhlinu s vrcholem na materiálovém rozhraní 
jsou nižší, než hodnota součinitele intenzity napětí pro homogenní těleso. Jestliže 
předpokládáme u obou materiálů totožný kritický lomový parametr KC (prahovou 
hodnotu součinitele intenzity napětí nebo lomovou houževnatost), lze očekávat 
zpomalení růstu trhliny na materiálovém rozhraní do doby, než bude ve vrcholu 
trhliny dosaženo kritického lomového parametru KC. Trhlina poroste podél rozhraní 
až do okamžiku, kdy hodnota efektivního součinitele intenzity napětí překročí KC na 
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materiálovém rozhraní (oblast mezi body A a B, viz obr. 7), čímž trhlina proroste 
přes materiálové rozhraní [30, 34]. 
 
Obr. 7 Schématické zobrazení růstu trhliny zakotvené na materiálovém rozhraní 
 
Studiu konfigurace trhliny zakotvené na materiálovém rozhraní a rostoucí podél 
materiálového rozhraní byla věnována pozornost v několika pracích [I, II, IV, VI, 
VIII, X]. V práci [VIII] byl pomocí numerického modelu třívrstvého potrubí 
s trhlinou studován vliv materiálových vlastností jednotlivých vrstev a velikosti 
creepové trhliny zakotvené na materiálovém rozhraní na hodnotu lomových 
parametrů. K popisu pole napětí v okolí čela trhliny ležícím na materiálovém 
rozhraní (bod A, respektive oblast mezi body A a B, obr. 7), bylo nejdříve nutné 
stanovit ze znalostí materiálových vlastností jednotlivých vrstev hodnotu exponentu 
singularity napětí p ze znalosti λ z charakteristické rovnice (7). Následně pomocí již 
známé hodnoty exponentu singularity napětí p bylo možno aplikovat přímou metodu 
k určení hodnoty zobecněného součinitele intenzity napětí HI. Ke stanovení kritické 
hodnoty zobecněného součinitele intenzity napětí bylo použito kritérium stability 
založené na faktoru hustoty deformační energie, vztah (19). Rozměry třívrstvého 
potrubí odpovídaly již studované geometrické konfiguraci Wawin TS Ø110 SDR 11. 
Lineárně elastické materiálové vlastnosti základního materiálu a materiálu ochranné 
vrstvy byly: E1 = 1213 MPa, E1/E2 = 0,7; 1; 1,5,  ν1 = ν2 = 0,35, prahová hodnota 
součinitele intenzity napětí Kth = 0,2 MPa m1/2 [13] a pevnosti v tahu σc = 30 MPa. 
Pomocí parametru HC SEDF a ze znalosti HI z numerické analýzy potrubí s trhlinou 
zatíženého vnitřním tlakem pappl a platnosti LELM je možno určit kritický tlak pcrit 
při kterém se trhlina bude šířit přes rozhraní následovně: 




Hp ⋅= ,  (21) 
 Výsledky pcrit určeného pomocí kritéria stability založeném na faktoru hustoty 
deformační energie v bodě A v závislosti na délce trhliny 2b pro různé varianty 
materiálových vlastností, je zobrazen na obr. 8. 
Výsledky závislosti kritického tlaku pcrit na délce trhliny 2b ukazují, že s rostoucí 
délkou 2b dochází k poklesu kritického tlaku nutného k růstu zakotvené trhliny přes 
materiálové rozhraní. U potrubí s trhlinou, kde pro moduly pružnosti jednotlivých 
vrstev platí E1/E2 < 1, je patrný pozitivní efekt existence materiálového  
rozhraní - nárůst hodnoty kritického tlaku, tzn. větší odolnost vícevrstvého potrubí 
proti růstu trhliny než v případě homogenního potrubí (E1/E2 = 1). V práci [VIII] byl 
dále studován vliv poměru c/a charakterizující eliptický tvar části čela trhliny na 
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hodnotu kritického tlaku, viz obr. 9. Pro kvantifikaci vlivu tvaru eliptické části čela 
trhliny na hodnotu kritického tlaku byl použit poměr modulů pružnosti v tahu 
jednotlivých materiálů E1/E2 = 0,7.  
 
 
Obr. 8 Závislost kritického tlaku na povrchové délce trhliny zakotvené na 
materiálovém rozhraní pro různé materiálové vlastnosti jednotlivých vrstev [VIII] 
 
Z výsledků studie zabývající se vlivem tvaru trhliny zakotvené na materiálovém 
rozhraní na hodnotu kritického tlaku pro šíření trhliny z materiálového rozhraní 
vypočítaného pomocí kritéria odvozeného na základě faktoru hustoty deformační 
energie plyne, že rozdílnost eliptického tvaru trhliny charakterizované poměrem c/a 
je rozhodující jen pro krátké trhliny, viz obr. 9. V případě existence dlouhých trhlin 
je limitní hodnotou kritického tlaku hodnota získaná z řešení pomocí 2D 
numerického modelu třívrstvého potrubí (axiální trhlina nekonečné délky). 
 
Obr. 9 Vliv povrchové délky trhliny 2b a eliptického tvaru trhliny na hodnotu 
kritického tlaku pro šíření trhliny přes materiálové rozhraní [VIII] 
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4.3 ODHAD ŽIVOTNOSTI VÍCEVRSTVÉHO POLYMERNÍHO 
POTRUBÍ 
Dosud uvedené výsledky a závěry ze studia porušování vícevrstvých polymerních 
prostředí vycházely z porovnání hodnot lomových parametrů pro homogenní  
a vícevrstvé konstrukce. Se znalostí experimentálně naměřených parametrů 
popisující kinetiku růstu trhliny lze využitím výše uvedených závislostí lomových 
parametrů KI a Keff na hloubce trhliny a vztahů popisující růst creepové trhliny 
predikovat životnost polymerních trubek.  
Odhad životnosti součásti je nezbytný nejen při návrhu součásti, ale také i při 
stanovení zbytkové životnosti součásti pro bezpečný chod v průběhu jejího provozu. 
Pro popis rychlosti šíření trhliny da/dt ve střední oblasti stabilního růstu creepové 





⋅= ,  (22) 
kde KI je součinitel intenzity napětí, A a m jsou materiálové konstanty. V případě 
znalostí materiálových konstant, počátečního defektu aini, kritické délky trhliny ac  
a K-kalibračních křivek (závislost součinitele intenzity napětí na hloubce trhliny) lze 














Odhad času do lomu tělesa s trhlinou na základě předchozího vztahu je 
konzervativní a nebere do úvahy pokles rychlosti šíření v blízkosti prahových 
hodnot. Pro odhad zbytkové životnosti polymerního potrubí se vycházelo ze zatížení 
vnitřním tlakem pappl vyvozující ve stěně trubky obvodové napětí σhoop v rozsahu  















Na následujícím obrázku č. 10, je provedeno porovnání odhadu životnosti pro 
homogenní a třívrstvé potrubí s poddajnější ochrannou vrstvou. Hodnoty součinitele 
intenzity napětí odpovídají výsledkům získaným pomocí prostorového numerického 
modelu, viz obr. 4. Ke stanovení zbytkové životnosti byla uvažována počáteční 
délka trhliny aini = 0.4 mm a koncová délka trhliny ac = 5 mm. Vzhledem k tomu, že 
se běžně u vícevrstvých trubek pro vnější vrstvy používá odolnější materiál proti 
růstu trhliny v porovnání se základním materiálem [43], budou i pro predikci 
životnosti v této práci použita pro ochrannou vrstvu materiálová data pro materiál 
odolnější proti růstu trhliny. Materiálové parametry pro jednotlivé vrstvy 
polymerního potrubí charakterizující stabilní růst creepové trhliny byly převzaty z 
práce [11]. Pro ochrannou vrstvu (materiál M1) byly použity materiálové parametry 
A = 8,5 x 10-7 ( )( )m1/2mMPasmm a m = 6,8 a pro základní materiál (materiál M2) 




Obr. 10 Odhad životnosti pro homogenní a třívrstvé potrubí s poddajnější 
ochrannou vrstvou 
 
Z odhadnuté zbytkové životnosti, viz obr. 10, pro homogenní potrubí (materiál 
PE80 a materiál PE100) a pro třívrstvé polymerní potrubí je patrné, že existence 
poddajnější ochranné vrstvy vede k nárůstu životnosti při porovnání s homogenním 
potrubím. Na základě provedených výpočtů životnosti, lze vyslovit závěr,  
že vhodnou volbou materiálových vlastností jednotlivých vrstev je možno pozitivně 
ovlivnit životnost vícevrstvých trubek a jejich odolnost proti růstu creepových trhlin. 
Pro přesnější odhad životnosti třívrstvého potrubí je nutná znalost materiálových 
parametrů popisující stabilní růst creepové trhliny jak základního materiálu, tak 




5  ZÁVĚR 
Disertační práce se zabývá popisem porušování vícevrstvých polymerních 
prostředí. Hlavním cílem bylo studium chování trhliny blížící se k materiálovému 
rozhraní a definice podmínek přechodu přes bi-materiálové rozhraní. Pro popis růstu 
trhliny přes materiálové rozhraní bylo nutné definovat vhodný popis pole napětí  
v okolí takové trhliny, vhodné kritérium stability a mechanismus porušení 
studovaných polymerních prostředí. Jedním z důležitých mechanismů porušení  
u polymerních materiálů, zejména v aplikacích tlakových rozvodů, je porušení 
„pomalým šíření trhliny“, proto mu byla věnována v této práci největší pozornost. 
Růst takovéto trhliny byl popsán pomocí součinitele intenzity napětí, popř. 
zobecněného součinitele intenzity napětí a byla predikována životnost na příkladech 
vícevrstvých polymerních potrubí.  
Na základě cílů práce, které byly definovány v kapitole 3, je možno výsledky 
dosažené v rámci řešení disertační práce shrnout následovně: 
 
1) S využitím metody konečných prvků navrhnout a vytvořit relevantní numerický 
model vícevrstvé struktury, který bude umožňovat stanovení součinitele intenzity 
napětí podél čela trhliny v homogenním materiálu a stanovení zobecněného 
součinitele intenzity napětí pro trhlinu s vrcholem na bimateriálovém rozhraní.  
Při řešení disertační práce byly vytvořeny rovinné a prostorové numerické modely 
vícevrstvých těles s trhlinou orientovanou kolmo k materiálovému rozhraní. Pomocí 
těchto modelů bylo možno stanovit lomové parametry pro trhlinu jak v homogenní 
materiálu, tak i pro trhlinu s vrcholem na materiálovém rozhraní. Na základě 
porovnání výsledků z jednotlivých modelů, bylo zjištěno, že modelování šíření 
trhliny v oblasti kvazi-křehkého porušení, tj. v režimu tzv. „pomalého šíření 
trhliny“, je nutno provádět ve 3D, protože realistický odhad tvaru šířící se trhliny 
významně zpřesní získané výsledky.  
 
2) Pro trhlinu šířící se z počátečního defektu na povrchu tělesa pomocí 3D 
numerického modelu odhadnout tvar šířící se trhliny a vliv existence materiálového 
rozhraní na hodnotu součinitele intenzity napětí, respektive na residuální zbytkovou 
životnost. 
Pomocí vytvořeného 3D numerického modelu vícevrstvého tělesa byl stanoven 
vliv materiálového rozhraní na hodnotu součinitele intenzity napětí a také byl 
odhadnut tvar trhliny šířící se z povrchu součásti směrem k materiálovému rozhraní. 
Z výsledků získaných na numerickém modelu je patrné, že při šíření trhliny  
z poddajnější ochranné vrstvy směrem k tužšímu základnímu materiálu dosahuje 
součinitel intenzity napětí v porovnání s totožnou trhlinou v homogenním potrubí 
výrazně nižších hodnot. Rozdíl výsledků pro analyzované materiálové vlastnosti 
vícevrstvého tělesa vzhledem k tělesu z homogenního materiálu je významný  
a závisí na poměru modulů pružnosti jednotlivých složek. Výsledky odhadu 
reziduální životnosti vícevrstvého polymerního potrubí a potrubí z homogenního 
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materiálu vykazují taktéž pozitivní vliv existence poddajnější vrstvy u vícevrstvého 
potrubí na životnost. 
Dále byl studován vliv materiálového rozhraní na změnu tvaru šířící se trhliny.  
Z výsledků vyplývá, že v případě krátké trhliny je tvar čela šířící se trhliny podobný 
jako v homogenním tělese. Pokud se čelo trhliny nachází již blíže k materiálovému 
rozhraní, je z výsledků patrný růst trhliny v podélném směru vůči materiálovému 
rozhraní (nárůst poměru b/a). V porovnání s trhlinou v homogenním materiálu je tak 
poměr b/a popisující eliptický tvar čela trhliny výrazně větší. Tvar čela trhliny je 
odlišný pro různé poměry materiálových vlastností jednotlivých vrstev.  
 
3) Pro trhlinu s vrcholem, resp. čelem na rozhraní dvou polymerních materiálů 
definovat vhodné kriterium stability pro šíření trhliny přes rozhraní. Pro trhlinu 
zakotvenou na rozhraní popsat její další šíření podél rozhraní. 
U vícevrstvého tělesa s trhlinou kolmou k materiálovému rozhraní a s vrcholem 
na tomto materiálovém rozhraní byla aplikována kritéria stability s cílem stanovit 
kritické zatížení způsobující růst trhliny z materiálového rozhraní. Z analyzovaných 
kritérií stability se na základě numerických simulací jeví jako nejvýhodnější 
kritérium stability založené na faktoru hustoty deformační energie. Pomocí tohoto 
kritéria jsou získány konzervativnější výsledky v případě poměru modulů pružnosti 
v tahu E1/E2 < 1, tedy v případě šíření trhliny z měkčí ochranné vrstvy do tužšího 
základního materiálu trubky. Jedná se o prakticky nejzajímavější materiálovou 
konfiguraci mající pozitivní vliv na zbytkovou životnost. Následně bylo možno na 
základě modifikace tohoto kritéria stability jednoduše určit efektivní hodnotu 
součinitele intenzity napětí. Tuto hodnotu lze již porovnat s běžně měřitelnými 
lomovými parametry, např. prahovou hodnotou součinitele intenzity napětí nebo 
lomovou houževnatostí. Byla provedena rešerše literatury se vztahy pro výpočet 
kritické vzdálenosti d (což je délkový parametr vyskytující se v kritériích stability)  
a bylo zjištěno, že pro aplikaci kritérií stability pro trhlinu s vrcholem na 
materiálovém rozhraní dvou polymerních materiálů není tento parametr klíčový  
a postačuje pouze jeho relativně hrubý odhad. 
 
4) Na základě navržené metodologie kvantifikovat vliv polymerního rozhraní na 
šíření trhliny. Definovat případy kdy je tento vliv významný a vyslovit doporučení 
vedoucí ke zvýšení životnosti vrstevnatých polymerních materiálů (zejména  
v aplikaci na vícevrstvé polymerní trubky). 
Pomocí celé řady provedených numerických simulací na vrstevnatých 
polymerních materiálech s trhlinou byla nalezena taková materiálová konfigurace, 
která má pozitivní vliv na šíření trhliny i zbytkovou životnost celé součásti. Touto 
materiálovou konfigurací je v případě vícevrstvých těles s trhlinou šíření trhliny  
z poddajnějšího materiálu do tužšího E1/E2 < 1 (poměru modulů pružnosti v tahu 
jednotlivých vrstev je menší než jedna). Za předpokladu ideální adheze mezi 
jednotlivými vrstvami, kterou lze koextruzí polymerních materiálů při výrobě 
docílit, je tento efekt poměrně významný i pro relativně blízké hodnoty modulů 
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pružnosti v tahu jednotlivých vrstev. Vhodnou materiálovou skladbou vícevrstvé 
trubky tak lze docílit řádově větší životnosti, než by měla trubka vyrobená pouze  
z jednoho materiálu.  
 
Výsledky uvedené v této práci mají obecnou platnost pro polymerní materiály. 
Uvedenou metodiku hodnocení porušení vícevrstvých prostředí lze aplikovat i na 
jiné vícevrstvé materiály, pokud provedeme příslušné korekce, např. při volbě 
kritéria stability. Závěrem lze konstatovat, že všechny uvedené cíle práce byly 
splněny a výsledky dosažené v průběhu řešení disertační práce byly publikovány  
v odborných časopisech a prezentovány na mezinárodních a národních konferencích, 
což je doloženo mimo jiné seznamem publikovaných prací autora. 
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9  ABSTRACT 
The aim of this thesis is to describe behavior of cracks in layered polymer materials. 
Quasi-brittle fracture (through the initiation and subsequent crack propagation 
mechanism) under low stresses is the most common mode of failure of polymer 
materials. In this case plastic deformations are localized in the vinicity of the crack 
tip and linear elastic fracture mechanics description of the crack behavior can be 
used. The knowledge of fracture parameters change during the crack propagation in 
multilayer body is a key point for establishing of the maximum load and 
consequently for the assessment of the residua lifetime. In contrast to homogeneous 
bodies the estimation of stress intensity factors for multilayer (composite) structure 
is numerically more elaborated and the fracture mechanics approach is complicated 
by the existence of interfaces between single layers, where material parameters are 
changed by a step. Special attention is paid to the configuration of a crack growing 
close to the material interface and along the interface. For the crack with tip on the 
material interface the effective values of stress intensity factor based on the crack 
stability criteria are estimated. It is shown that under special conditions (depending 
mainly on the elastic mismatch of materials) the existence of material interface has 
positive influence on the lifetime of the multilayered structure. 
